Definicdo: Dado um espago métrico (X, d), em que

d: X x X — R éa funcao distancia, ou métrica, e uma
aplicacao 7' : X — X, diz-se que 7' é uma contracao se
existe 0 < K < 1 tal que

d(T(x),T(y)) < Kd(z,y).

Diz-se que x € X é um ponto fixo de 1" se T'x = x.

Teorema do Ponto Fixo (Banach): Seja (X, d) um espaco
métrico completo e T : X — X uma contracdo. Entdo, T’
tem um ponto fixo em X e ele é unico. Esse ponto fixo pode
ser obtido pelo limite da sucessao recursiva

lim a, = lim T" (o) = lim T(T(T(- - T()))

n ~"
n

para qualquer ponto inicial zo € X.




Definicdo: Seja {2 C R x R" um conjunto aberto,

f : () = R"” uma funcao continua. Diz-se que f é Lipschitz,
ou lipschitziana, relativamente a variavel y se existe

L > 0 tal que

(¢, y) — £, 9)l < Lily = 31,

para todos (t,y), (t,y) € €.

Diz-se que f é localmente Lipschitz, ou localmente
lipschitziana, relativamente a variavel y se for
lipschitizana em cada subconjunto compacto de ).

Proposicdao: Seja {2 C R X R"™ um conjunto aberto,
f : ) — R” uma func3o continua. Ent3o, se f é de classe C"
na varidvel y, ou seja, se existem e sao continuas todas as

derivadas parciais g—;, f é localmente lipschitiziana na variavel
J

Y.




Teorema (Picard-Lindelof): Seja 2 C R x R" um conjunto
aberto, f : {2 — R" uma funcdo continua, localmente
lipschitziana na variavel y e (ty,y() € 2. Ent3o, o problema
de valor inicial para a equacao diferencial ordinaria de primeira
ordem

dy
— =1t to) =
dt <7y>7 Y< 0) Yo,

tem solug¢do dnica num intervalo [ty — &, ty + €], para algum
e > 0.
Nas mesmas condicoes, a solucao pode ser prolongada de

forma (nica a um intervalo maximo de definicdo |7y, 71] tal
que (t,y(t)) = 0Q quando t — T et — Ty .




Proposicao (Comparagdo): Seja 2 C R x R um conjunto
aberto, f, g : {2 — R funcdes continuas, localmente
lipschitzianas na variavel y e (¢, o) € €2. Suponha-se ainda
que

flt,y) > glty),  (ty) €

Entdo, designando por y e ¢ as duas solucdes, unicas, dos
problemas de valor inicial

dy
At f( 7y>7 y( 0) Yo,
dy

= — g(t. i(to) = o < Yo,
0 g(t, 7), y(to) = o < Yo

tem-se que y(t) > y(t) para t > t; no maior intervalo de
tempo de existéncia comum as duas solucoes.




Sistemas Lineares de EDOs de 12 Ordem

d
d_sz = A(t)y + b(t) A(t),b(t) continuosemt € I C R

()
y@®)] [aat) ast) - a.®)] [wi() bi(t)
ya(t) | _ | a2a(t) aga(t) --- a2,7(t> ya(t) | | balt)
Yn(y) _an,1<t) an,2<t) s np(t)] | Yn(t) bn(2)
T
(1 (t) = ar1(O)yi(t) + ar2(t)y2(t) + - - - + ara(t)yn(t) + bi(t)
) _yé(t> = az1(t)y1(t) + aga(t)ya(t) + - - - + azu(t)yn(t) + b2(t)

L ?/7/1<t> = an1(L)y1(t) + an2(0)y2(t) + - - + ann(t)yn(t) + bu(t)

a; ;(t),b;(t) continuosemt € I C R

com condic3o inicial

yito) | [4h

yito) =yo & |1 = |

Yn(to) Y|




Proposicdo: Sejam A(t), b(t) respectivamente, uma matriz
n X n e um vector n X 1 com entradas reais continuas num
intervalo / C R. Ent3o, o problema de valor inicial para o
sistema linear de primeira ordem

Y _ AWy +bl1), vl =0

com ty € I, yp € R", tem solucdo tnica com intervalo de
definicdo maximo 1.




Sistemas Lineares de EDOs de 12 Ordem Homogéneos

d
di, A(t)y  A(t) continuaemt e I CR

T
)] [aa®t) as®) - ana(®)] [w@)
y2.(t) _ a2,1.(?5) a27?(t) a2,7?(t> 92@
)] Lana®) @) - ana®)] |palt)

(1) = a1 1(D)yi(t) + alzg )Y2(L) + -+ + a1 (t)ya(t)

<_yg(t)Zaz,l(t) 1(t) + aza(t)ya(t) + '+a2,n(t)yn(t)

L Yn(t) = an1(B)y1(t) + an2(t)ya(t) + - 4 ann(t)yn(t)

a; ;(t) continuosemt € I C R

com condicdo inicial

y1(to) | yg
Y(to):}’O@ y2<t0> . Yo

' Yn (tO)_ yg



Proposicdo: Seja A(t) uma matriz n X n com entradas reais
continuas num intervalo / C R. Ent3o, o conjunto das
solucdes do sistema de EDOs lineares de primeira ordem
homogéneo

dy

o = Ay
constitui um espaco vectorial de dimensao n.
O teorema de Picard-Lindelof garante a existéncia de um
isomorfismo linear entre o espaco vectorial dos dados iniciais
yo € R" para algum ¢y € I e o espaco vectorial das solugoes.




